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附加數工作紙 – 微分法的應用 

I.
曲線的切線及法線(Tangents and Normals to a Curve)
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我們已知曲線 y = f(x) 在點 A(x1, y1) 的切線的斜率 m 為 m = f((x1)。

切線的方程是：




y – y1 = f((x1)(x – x1)。

曲線在點 A(x1, y1) 的法線是通過點 A，並與通過點 A的切線


互相垂直的直線。


法線的方程是：




y – y1 = –
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若f((x1) = 0，法線便垂直於 x 軸，其方程為 x – x1 = 0。


例一
試求曲線 y = x3 – 2x2 + 3 在 (2, 3) 的切線和法線方程。


解：
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例二
試求曲線 xy + y2 = 6 的平行於直線 2x + 5y = 0 之切線方程。


解：
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I.
極大與極小(Relative Maximum and Relative Minimum)


A.
遞增與遞減(Increasing and Decreasing Functions)
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設 f(x) 為可導函數。



1.
若在區間 a < x < b，f((x) > 0，則f(x)在此區間內是遞增的。



2.
若在區間 a < x < b，f((x) < 0，則f(x)在此區間內是遞減的。


例
已知 f(x) = 2x3 + x2 – 8x + 1。當f(x) 為遞增時，


求 x 值的範圍。


解：


[課堂練習]


1.
在下列各題中，求x 值的範圍，使f(x) 遞增。




(a)
f(x) =  x2 + 2x – 4




(b)
f(x) = x3 + 3x2 – 9x

2.
在下列各題中，求x 值的範圍，使f(x) 遞減。




(a)
f(x) =  x3 – 2x2 + x – 1




(b)
f(x) =  
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B.
(相對)極大值與(相對)極小值[Relative Maximum Value and Relative Minimum Value]



在點 A、B、C，f((x) = 0，這些點稱為函數的


駐點或平穩點 (Stationary Point)。

定理

一階導數判別法(First Derivative Test)


1.
若f((x1) = 0 且當x 經過 x1 漸增時，




f((x) 的符號由正變為負，則f(x1) 是一個極大值。


2.
若f((x2) = 0 且當x 經過 x2 漸增時，




f((x) 的符號由負變為正，則f(x1) 是一個極小值。



例
已知 y = f(x) = x3 – 6x2 + 12。

(a)
求此函數的駐點。


(b)
函數在哪 x 值的範圍




(i)
遞增？



(ii)
遞減？


(c)
求此函數的極大點或極小點。


解：
(a)




(b)



	x
	x < 0
	x = 0
	0 < x < 4
	x = 4
	x > 4
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(c)
當 x 經 x = 0 漸增時，f((x) 由_____變 ______，

[課堂練習]

	
1.
利用下表，求函數 f(x)的極大點或極小點。
x
	x < 3
	x = 3
	3 < x < 5
	10 < x < 12
	x = 12
	x > 12

	f(x)
	
	2
	
	
	2
	

	f((x)
	–
	0
	+
	+
	0
	–



2

已知 y = f(x) = x2(x – 1)2。

(a)
求此函數的駐點。


(b)
函數在哪 x 值的範圍




(i)
遞增？



(ii)
遞減？


(c)
求此函數的極大點或極小點。
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定理

二階導數判別法(Second Derivative Test)



1.
若 f((x1) = 0 且  f(((x1) < 0，



則 f(x1) 為 y = f(x) 的極大值。



2.
若 f((x2) = 0 且  f(((x2) > 0，



則 f(x2) 為 y = f(x) 的極小值。


注意


1.
如果f(((x)容易求得，則以上方法是求極值最直接




的方法。


2.
若 f((x1) = 0 且  f(((x1) = 0，則以上方法便無法作出




任何結論。


例 一
若 y = f(x) = x3 – 5x2 + 3x – 2，求此函數的極大點和極小點。


解：


例二
求 y = x – sin2x 在 0 ( x ( ( 的極大點和極小點。


解：


例三
若 y = f(x) = x8 – 2x4，求此函數的極大點和極小點。


解：
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C. 最大值與最小值[Absolute Maximum Value and Absolute Minimum Value]


例一
已知 f(x) = x3 – 6x2 + 9x + 2。求f(x) 在區間 –1 ( x ( 5 的最小值。


解3  ( x ( 1：


[課堂練習]

已知f(x) = x4 – 4x3 – 20x2 + 4。求f(x) 在區間 –3  ( x ( 1 的最大值和最小值。

D. 簡易曲線的描繪[Curve Sketching]

要描繪函數的圖像，我們必須知道函數的一些資料。以下是一些應細心觀察的要點：

1. 函數的定義域。

2. 函數在 x 軸 和 y 軸的截距。

3. 函數的極大值和極小極。

例一
C 為曲線  y = x3 – x2 – x + 1。


(i)
求曲線C 的 x 截距 和 y 截距。

(ii) 求曲線C的轉向點，並分別指出其為極大點或極小點。
(iii) 描繪曲線C在區間 –2  ( x ( 2 的圖像。

解：
例二
C 為曲線  y = x – 3
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(i)
寫出 x 值的範圍。



(ii)
求曲線C 的 x 截距 和 y 截距。



(iii)
求曲線C的轉向點，並分別指出其為極大點或極小點。
(iv) 描繪曲線C 的圖像。


解：


例三
C 為曲線  y =
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(i)
求曲線C 的 x 截距 和 y 截距。



(ii)
求曲線C的轉向點，並分別指出其為極大點或極小點。

(iii
)描繪曲線C 的圖像。

解：

例四
C 為曲線  y =
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(i)
求曲線C 的 x 截距 和 y 截距。



(ii)
求曲線C的轉向點，並分別指出其為極大點或極小點。

(iii)
描繪曲線C在區間 –2  ( x ( 5的圖像。

解：

例五
C1 為曲線  y = 
[image: image7.wmf]3

sinx + cosx，其中 0  ( x ( (。


(i)
求曲線C1 的 x 截距 和 y 截距。



(ii)
求曲線C1的轉向點，並分別指出其為極大點或極小點。
(iii) 在圖一中，描繪曲線C1圖像。

(iv) C2為曲線  y = |
[image: image8.wmf]3

sinx + cosx|，其中 0  ( x ( (

利用(iii)，在圖二中，描繪曲線C2圖像。

解：
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